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Dans son article [B], Brenti a prouve´ de manie`re combinatoire une formule non-re´cursive
pour les polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig d’un groupe de Coxeter (cf le the´ore`me 4.1 de [B]).
Le but de cette note est de donner une interpre´tation ge´ome´trique de cette formule pour les
groupes de Coxeter qui sont isomorphes a` un groupe de Weyl. Cette interpre´tation utilise
un re´sultat de [M] (the´ore`me 3.3.5), qui exprime le prolongement interme´diaire d’un faisceau
pervers pur comme “tronque´ par le poids” de son image.
Donnons rapidement le plan de l’article. La section 1 rappelle la de´finition, due a` Kazhdan
et Lusztig, des polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig et des polynoˆmes R. La section 2 rappelle le
re´sultat de [M] qui sera utilise´ dans l’interpre´tation ge´ome´trique de la formule de Brenti. La
section 3 rappelle une de´composition des cellules de Bruhat due a` Deodhar, et en donne une
nouvelle preuve, qui utilise des calculs de Ha¨rterich. Cette de´composition sera utile dans la
section 4, pour montrer que la cohomologie des cellules de Bruhat a une forme particulie`rement
simple. Enfin, la section 4 contient le re´sultat principal (the´ore`me 4.1), c’est-a`-dire la preuve
ge´ome´trique de la formule de Brenti.
Je remercie Ge´rard Laumon de m’avoir signale´ cette application de [M].
Dans toute la suite, Fq est un corps fini, Fq ⊂ Fq est une cloˆture alge´brique de Fq et ` est
un nombre premier inversible dans Fq.
1 Polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig et polynoˆmes R
Dans cette section, nous rappelons quelques re´sultats de Kazhdan et Lusztig (cf [KL1] et
[KL2]).
Soit G un groupe alge´brique re´ductif connexe de´ploye´ sur Fq. Soient B un sous-groupe de
Borel de G (de´fini sur Fq), T ⊂ B un tore maximal de´ploye´ sur Fq, B∗ le sous-groupe de
Borel de G oppose´ a` B (ie tel que B∩B∗ = T ), N le normalisateur de T dans G et W = N/T
le groupe de Weyl. On note Φ l’ensemble des racines de T dans Lie(G), Φ+ le sous-ensemble
de racines positives associe´ a` B (c’est-a`-dire l’ensemble des racines de T dans Lie(B)), et
∆ ⊂ Φ+ l’ensemble des racines simples. Enfin, on note ` la fonction longueur sur W associe´e
a` ∆ et 6 l’ordre de Bruhat sur W .
1
ar
X
iv
:m
at
h/
06
03
51
9v
2 
 [m
ath
.A
G]
  2
6 J
un
 20
18
Rappelons que l’alge`bre de Hecke H de W est l’alge`bre sur l’anneau Z[t1/2, t−1/2] engendre´e
par des e´le´ments Tw, w ∈W , soumis aux relations :
TwTw′ = Tww′ si `(ww
′) = `(w) + `(w′)
(Ts + 1)(Ts − t) = 0 si s est la re´flexion associe´e a` une racine simple.
On de´finit des polynoˆmes Rv,w ∈ Z[t], v, w ∈W , v 6 w, par les formules (cf [KL1] § 2) :
T−1w =
∑
v6w
(−1)`(w)−`(v)Rv,w(t)t−`(w)Tv.
Rv,w est de degre´ `(w)− `(v).
D’apre`s le the´ore`me 1.1 de [KL1] (cf aussi [KL2] § 2), il existe une unique famille de
polynoˆmes Pv,w ∈ Z[t], v, w ∈W , v 6 w, avec Pw,w = 1 et Pv,w de degre´ 6 12(`(w)− `(v)− 1)
si v < w, telle que : pour tous v, w ∈W tels que v 6 w,
t`(w)−`(v)Pv,w(t−1) =
∑
v6y6w
Rv,y(t)Py,w(t).
Rappelons l’interpre´tation ge´ome´trique des polynoˆmes Pv,w donne´e par Kazhdan et Lusztig
dans [KL2].
Le choix de B de´termine un isomorphisme entre la varie´te´ B des sous-groupes de Borel
de G et le quotient G/B. On a deux stratifications de B par des sous-varie´te´s localement
ferme´es, B = ⋃
w∈W
Xw =
⋃
w∈W
Xw, avec, pour tout w ∈W ,
Xw = {B′ ∈ B|∃g ∈ BwB,B′ = gBg−1}
Xw = {B′ ∈ B|∃g ∈ B∗wB,B′ = gBg−1}.
La varie´te´ Xw est isomorphe a` l’espace affine A`(w), et Xw est isomorphe a` Adim(B)−`(w). Pour
tout w ∈W , on note xw = wBw−1 ∈ Xw ∩Xw.
L’adhe´rence Xw de Xw dans B est la varie´te´ de Schubert associe´e a` w. C’est une varie´te´
projective irre´ductible de dimension `(w), et on a
Xw =
⋃
v6w
Xv.
De meˆme, on a
X
w
=
⋃
v>w
Xv.
On note F : B −→ B le Frobenius. Pour tout w ∈ W , on a F (Xw) ⊂ F (Xw), F (Xw) ⊂
F (Xw) et F (xw) = xw. Pour tous v, w ∈ W tels que v 6 w, on note jw et iv,w les inclusions
de Xw et Xv dans Xw, et
ICXw = (jw!∗(Q`[`(w)]))[−`(w)]
le complexe d’intersection a` coefficients constants de Xw.
Kazhdan et Lusztig ont de´montre´ le the´ore`me suivant ([KL2], the´ore`mes 4.2 et 4.3) :
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The´ore`me 1.1 (Kazhdan-Lusztig) Soit w ∈W . Alors le faisceau de cohomologie (ordinaire)
Hi(ICXw) est nul si i est impair. Si i est pair et B′ ∈ Xw est stable par une puissance F r de
F , alors les valeurs propres de (F r)∗ sur la fibre Hi(ICXw)B′ sont toutes e´gales a` qir/2.
De plus, pour tout v 6 w, on a
Pv,w(t) =
∑
i>0
dim(H2i(ICXw)xv)ti.
2 Rappel d’un re´sultat de [M]
Soit X un sche´ma se´pare´ de type fini sur Fq. On note Dbm(X,Q`) la cate´gorie des complexes
`-adiques mixtes sur Fq. Cette cate´gorie est munie de la t-structure donne´e par la perversite´
autoduale, et on note pHi les foncteurs de cohomologie pour cette t-structure. (Les notions
de ce paragraphe sont de´finies dans le chapitre 5 du livre [BBD] de Beilinson, Bernstein et
Deligne.)
Pour tout a ∈ Z ∪ {±∞}, on note w D6a(X) (resp. w D>a(X)) la sous-cate´gorie pleine de
Dbm(X,Q`) dont les objets sont les complexes mixtes K tels que pour tout i ∈ Z, le faisceau
pervers pHiK soit de poids 6 a (resp. > a). Alors ([M], proposition 3.1.1 (iv)) :
Proposition 2.1 Pour tout a ∈ Z∪{±∞}, (w D6a(X),w D>a+1(X)) est une t-structure sur
Dbm(X,Q`).
On note w6a et w>a+1 = w>a les foncteurs de troncature pour cette t-structure. Ce sont
des foncteurs triangule´s (car w D6a(X) et w D>a+1(X) sont des sous-cate´gories triangule´es de
Dbm(X,Q`)), et la dualite´ de Poincare´ e´change w6a et w>−a.
Soit (S0, . . . , Sn) une partition de X par des sous-sche´mas (localement ferme´s non vides)
telle que, pour tout k ∈ {0, . . . , n}, Sk soit ouvert dans X −
⋃
l<k
Sl. En particulier, S0 est
ouvert dans X. Pour tout k ∈ {0, . . . , n}, on note ik l’inclusion de Sk dans X.
Le the´ore`me suivant de´coule des re´sultats de la section 3 de [M] :
The´ore`me 2.2 Soient a ∈ Z et K un faisceau pervers pur de poids a sur S0. Alors on a une
e´galite´ de classes dans le groupe de Grothendieck de Dbm(X,Q`) :
[i0!∗K] =
∑
16n1<···<nr<n
(−1)r[inr!w6ai!nr . . . in1!w6ai!n1i0!K]
+
∑
16n1<···<nr=n
(−1)r[inr!w<ai!nr inr−1!w6ai!nr−1 . . . in1!w6ai!n1i0!K].
De´monstration. On utilise les notations de la section 3 de [M]. D’apre`s la proposition [M]
3.4.2, on a des isomorphismes canoniques
w>(a,a+1,...,a+1)i0!K = w>(a,a,...,a)i0!K = i0!∗K,
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d’ou` un isomorphisme canonique
w>(a,a+1,...,a+1,a)i0!K = i0!∗K.
De plus, le the´ore`me [M] 3.3.5 donne pour tout a = (a0, . . . , an) ∈ (Z ∪ {±∞})n+1 tel que
a = a0 une e´galite´ dans le groupe de Grothendieck de D
b
m(X,Q`) :
[w6aRi0∗K] =
∑
16n1<···<nr6n
(−1)r[Rinr∗w>anr i∗nr . . . Rin1∗w>an1 i∗n1Ri0∗K],
d’ou` par dualite´ :
[w>ai0!K] =
∑
16n1<···<nr6n
(−1)r[inr!w<anr i!nr . . . in1!w<an1 i!n1i0!K].
Cette e´galite´, combine´e avec l’isomorphisme ci-dessus, donne le re´sultat cherche´.

3 De´composition des Xw
Dans [D2], Deodhar a construit une de´composition des cellules de Bruhat Xw qui induit
une de´composition agre´able des Xw ∩ Xv, pour v 6 w. Nous allons donner ici une autre
interpre´tation de cette de´composition.
Soit w ∈ W . On fixe une de´composition w = s1 . . . sr de w en re´flexions simples, avec
r = `(w). Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, on note αi la racine simple correspondant a` si. Soit
Γ = {1, s1} × · · · × {1, sr}. Pour tout γ = (γ1, . . . , γr) ∈ Γ, on note
I(γ) = {i ∈ {1, . . . , r}|γi = si}
J(γ) = {i ∈ {1, . . . , r}|γ1γ2 . . . γi(−αi) ∈ Φ+}.
Pour tout v 6 w, on note
Γv = {(γ1, . . . , γr) ∈ Γ|γ1 . . . γr = v}.
Deodhar a montre´ le re´sultat suivant ([D2], the´ore`me 1.1 et corollaire 1.2) :
Proposition 3.1 (Deodhar) La cellule de Bruhat Xw s’e´crit de manie`re canonique comme
une union disjointe de sous-varie´te´s localement ferme´es
Xw =
⋃
γ∈Γ
Yγ ,
avec Yγ = ∅ si J(γ) 6⊂ I(γ), et, pour tout γ ∈ Γ tel que J(γ) ⊂ I(γ),
Yγ ' Acard(I(γ)−J(γ)) ×Gr−card(I(γ))m .
De plus, pour tout v ∈W tel que v 6 w, on a
Xw ∩Xv =
⋃
γ∈Γv
Yγ .
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En utilisant des calculs de Ha¨rterich ([H], § 1), on peut donner une autre preuve de ce
re´sultat :
Soit λ : Gm −→ T un cocaracte`re tel que 〈α, λ〉 > 0 pour tout α ∈ Φ+. On fait agir Gm
sur B via λ. Les points fixes de cette action sont les xz, z ∈ W , et les deux de´compositions
de Bialynicki-Birula (cf [BB]) de B sont :
- la de´composition en cellules contractantes, B = ⋃
z∈W
Xz ;
- la de´composition en cellules dilatantes, B = ⋃
z∈W
Xz.
On va de´composer Xw en utilisant la de´composition de Bialynicki-Birula de la re´solution
de Bott-Samelson de Xw associe´e a` la de´composition w = s1 . . . sr.
Pour toute racine α, on note pα : A1 −→ Uα le sous-groupe a` un parame`tre associe´ a` α. Si
α est une racine simple, on note Pα le sous-groupe parabolique (minimal) de G engendre´ par
B et par U−α.
Dans [D1], Demazure a associe´ a` la de´composition w = s1 . . . sr de w une re´solution des
singularite´s pi : BS −→ Xw (appele´e re´solution de Bott-Samelson), ou` BS = Pα1 ×B · · · ×B
Pαr/B et pi envoie la classe [p1, . . . , pr] de (p1, . . . , pr) ∈ Pα1 ×· · ·×Pαr dans BS sur la classe
de p1 . . . pr dans Xw ' BwB/B. La restriction de pi a` pi−1(Xw) induit un isomorphisme
pi−1(Xw) −→ Xw.
On fait agir B sur BS par multiplication a` gauche sur le premier facteur. (Le morphisme
pi est alors B-e´quivariant.) En particulier, on a une action de Gm sur BS (via le cocaracte`re
λ : Gm −→ T ), dont les points fixes sont les [γ1, . . . , γr], (γ1, . . . , γr) ∈ Γ. Dans [H], Ha¨rterich
a de´crit la de´composition en cellules contractantes de BS. Nous allons rappeler ses re´sultats.
Pour tout (γ1, . . . , γr) ∈ Γ, le morphisme uγ = (pγ1(−α1), . . . , pγr(−αr)) : Ar −→ BS est une
immersion ouverte (cf [H], § 1). On note Uγ son image. On a U(s1,...,sr) = pi−1(Xw) et, pour
tout γ = (γ1, . . . , γr) ∈ Γ, Uγ ∩ U(s1,...,sr) = uγ({(x1, . . . , xr) ∈ Ar, xi 6= 0 si γi = 1}.
Soit γ = (γ1, . . . , γr) ∈ Γ. Ha¨rterich ([H], formule 1.3) montre que la cellule contractante
associe´e a` [γ1, . . . , γr] est
Cγ = uγ({(x1, . . . , xr) ∈ Ar, xi = 0 si i 6∈ J(γ)}).
La meˆme me´thode permet de montrer que la cellule dilatante associe´e a` γ est
Cγ = uγ({(x1, . . . , xr) ∈ Ar, xi = 0 si i ∈ J(γ)}).
La varie´te´ BS est union disjointe des sous-varie´te´s localement ferme´es Cγ , γ ∈ Γ, et le
morphisme pi : BS −→ Xw est un isomorphisme au-dessus de Xw, donc on a
Xw '
•⋃
γ∈Γ
U(s1,...,sr) ∩ Cγ .
Pour tout γ ∈ Γ, on pose
Yγ = U(s1,...,sr) ∩ Cγ .
Soit γ ∈ Γ. D’apre`s les formules ci-dessus pour Cγ et U(s1,...,sr) ∩ Uγ , on a
Yγ = uγ({(x1, . . . , xr) ∈ Ar, xi 6= 0 si i 6∈ I(γ) et xi = 0 si i ∈ J(γ)}).
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Donc Yγ = ∅ si J(γ) 6⊂ I(γ) et, si J(γ) ⊂ I(γ),
Yγ ' Acard(I(γ)−J(γ)) ×Gr−card(I(γ))m .
Enfin, comme le morphisme pi est T -e´quivariant, on a
pi−1(Xw ∩Xv) =
⋃
γ∈Γv
Cγ ,
d’ou` la deuxie`me formule de la proposition.
4 Calcul des polynoˆmes de Kazhdan-Lusztig en fonction des
polynoˆmes R
Pour tout d ∈ Q, on de´finit un endomorphisme Q-line´aire τ6d de l’anneau des polynoˆmes
de Laurent Q[t1/2, t−1/2] par :
τ6d
(∑
i∈Z
ait
i/2
)
=
∑
i6d
ait
i/2.
Le but de cette section est de donner une preuve ge´ome´trique du re´sultat suivant, qui a e´te´
prouve´ de manie`re combinatoire par Brenti (cf [B], the´ore`me 4.1) :
The´ore`me 4.1 Avec les notations de la section 1, pour tous v, w ∈ W tels que v 6 w, le
polynoˆme Pv,w est e´gal a` :
τ6`(w)−`(v)−1
( ∑
v=v1<···<vr<w
(−1)rRv1,v2τ6`(w)−`(v2)(Rv2,v3 . . .
. . . τ6`(w)−`(vr−1)(Rvr−1,vrτ6`(w)−`(vr)(Rvr,w)) . . . )
)
.
Pour tout sche´ma lisse X sur Fq, notons T (X) la sous-cate´gorie triangule´e de Dbm(X,Q`)
engendre´e par les objets isomorphes aux faisceaux Q`(m), m ∈ Z. Le groupe de Grothendieck
K(T (X)) de T (X) est le groupe abe´lien libre engendre´ par les [Q`(m)], m ∈ Z. On de´finit
un isomorphisme de groupes ϕ : T (X) −→ Z[t, t−1] par ϕ([Q`(m)]) = t−m, pour tout m ∈ Z.
Si K est un objet de T (X) et j ∈ N∗, on a, pour tout x ∈ X(Fqj ),
ϕ([K])(qj) = Tr(F j∗,Kx).
Lemme 4.2 (i) Soit X lisse connexe sur Fq. Pour tout objet K de T (X) et tout a ∈ Z,
on a :
ϕ([w6aK]) = τ6a−dim(X)(ϕ([K])).
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(ii) Pour tous v, w ∈W tels que v 6 w et tout K ∈ T (Xw), le complexe i!v,wjw!K est dans
T (Xv), on a un isomorphisme Gal(Fq/Fq)-e´quivariant
(i!v,wjw!K)xv ' RΓc((Xw ∩Xv)Fq ,K|Xw∩Xv)
et ϕ([i!v,wjw!K]) = ϕ([K])Rv,w(t).
(iii) Pour tous v, w ∈W tels que v 6 w, le complexe i∗v,wICXw est dans T (Xv).
De´monstration.
(i) On peut supposer que K = Q`(m). L’e´galite´ est alors e´vidente.
(ii) On peut supposer queK = Q`(m). Le complexe i!v,wjw!K est un complexeB-e´quivariant
sur Xv. Comme B agit transitivement sur Xv et que les stabilisateurs des points de Xv
sont connexes, les faisceaux de cohomologie de i!v,wjw!K sont constants. Il suffit donc
de montrer que (i!v,wjw!K)xv ∈ T (xv).
D’apre`s [KL2] 1.4, on a un diagramme commutatif T -e´quivariant
Xw Xw
jwoo
Xv
iv,w
77
(id,xv)
// Xv × (Xw ∩Xv)
OO
Xv × (Xw ∩Xv)
OO
(id,j)
oo
ou` les fle`ches verticales sont des immersions ouvertes et j est l’inclusion Xw ∩Xv −→
Xw ∩Xv. D’apre`s la formule de Ku¨nneth (cf SGA 5 III 1.7), on a
i!v,wjw!K = (id, xv)
!(id, j)!(Q`,Xv Q`,Xw∩Xv(m)) = Q`,Xv  (x!vj!Q`(m)),
donc
(i!v,wjw!K)xv = x
!
vj!Q`(m) = x!vjw!(K|Xw∩Xv).
D’apre`s le sous-lemme 1 (qu’on peut appliquer par [KL2] 1.5), on a un isomorphisme
Gal(Fq/Fq)-e´quivariant
(i!v,wjw!K)xv = x
!
vj!(K|Xw∩Xv) ' RΓc((Xw ∩Xv)Fq ,K|Xw∩Xv).
De plus, Xw ∩ Xv est union disjointe de sche´mas de la forme Ar × Gsm d’apre`s la
proposition 3.1, donc on a bien (i!v,wjw!K)xv ∈ T (xv).
Enfin, l’isomorphisme ci-dessus donne, pour tout j ∈ N∗,
ϕ([i!v,wjw!K])(q
j) = Tr(F j∗, (i!v,wjw!K)xv) = Tr(F
j∗, RΓc((Xw ∩Xv)Fq ,Q`(m))).
D’apre`s la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz (SGA 4 1/2 Rapport
1.3.2) et le sous-lemme 2,
Tr(F j∗, RΓc((Xw ∩Xv)Fq ,Q`(m))) =
∑
x∈(Xw∩Xv)(Fqj )
Tr(F ∗x ,Q`(m))
= q−jmcard((Xw ∩Xv)(Fqj )) = q−jmRv,w(qj).
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Donc, pour tout j ∈ N∗,
ϕ([i!v,wjw!K])(q
j) = q−jmRv,w(qj) = ϕ([K])(qj)Rv,w(qj),
ce qui implique la dernie`re e´galite´ de (ii).
(iii) Le complexe i∗v,wICXw est un complexe B-e´quivariant sur Xv, donc ses faisceaux de
cohomologie sont constants, et il suffit comme dans (ii) de montrer que ICXw,xv ∈ T (xv).
Ceci re´sulte du the´ore`me 1.1.

Le premier sous-lemme est prouve´ par Springer dans [S], § 3, proposition 1.
Sous-lemme 1 Soit X une varie´te´ sur Fq munie d’une action de Gm qui contracte X sur
un point a ∈ X (c’est-a`-dire que, pour tout x ∈ X, lim
λ−→0
λ.x = a). Soit K un complexe
`-adique Gm-e´quivariant sur X. Alors le morphisme d’adjonction a!a!K −→ K induit un
isomorphisme
a!K
∼−→ RΓc(X,K).
Le deuxie`me sous-lemme est une observation de Kazhdan et Lusztig ([KL1] lemmes A3 et
A4, voir aussi [KL2] 4.6).
Sous-lemme 2 Pour tout v 6 w, pour tout j ∈ N∗, on a
Rv,w(q
j) = card((Xw ∩Xv)(Fqj )).
De´monstration du the´ore`me 4.1. Avec les notations ci-dessus, le the´ore`me 1.1 implique :
pour tous v, w ∈W tels que v 6 w, on a
Pv,w(t) = ϕ([i
∗
v,wICXw ]).
Le re´sultat cherche´ re´sulte alors directement du the´ore`me 2.2 et du lemme 4.2.

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